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Existem fendbmenos aleatérios na

Q

1

Jogar uma moeda é aleatorio?
Nao necessariamente. Mas modelando as

saidas como aleatérias tem-se uma

repegsepiacae Rarriemaniosadarealidade.

natureza?

De que maneira um elétron iré girar?

Isso é aleatério?

N&o podemos excluir a possibilidade de
uma nova teoria ser inventada algum
dia que poderia explicar a rotacdo, mas
modela-lo como aleatério € bom o

suficiente.

Aleatoriedade ndo é uma
imprevisibilidade total; mas podemos

quantificar o que é imprevisivel.
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Se a matematica e a teoria de probabilidades fosse bem entendidas diversos séculos
atras, como séo hoje, talvez as pessoas tivessem modelado a ocorréncia de um eclipse solar

como um evento aleatério, uma probabilidade atribuida baseada na ocorréncia empirica.

Subsequentemente, alguém poderia ter revisado o modelo, observando que o eclipse solar
ocorre somente no dia de lua nova.
Ap6s algum tempo, o fendmeno poderia ser completamente entendido e o modelo ter

mudado de estocastico ou aleatério, para um modelo deterministico.
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Assim muitas vezes encontramos eventos cujo resultado é incerto.
A incerteza poderia ser causa de:

» nossa incapacidade de observar com precisdo todas as entradas necessarias para
calcular o resultado

» custo excessivo para observar todos os dados de entrada

» falta de entendimento sobre o fendmeno

» dependéncia das escolhas a serem feitas no futuro, como o resultado de uma eleigao
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Escada de distancia cosmica
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Muitas objetos no sistema solar foram medidos com bastante preciséo pelos gregos antigos

e babilénicos usando métodos geométricos e trigopnométricos.
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Escada de distancia cosmica
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A distancias das estrelas do segundo degrau sao encontradas por ideias de aralaxe,
calculando o desvio angular ao longo de 6 meses.

Feito pela primeira vez pelo matematico Friedrich Bessel com precisdo de até 100anos-luz, o
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Escada de distancia cosmica

e . Aglomerados de galxias
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Distancias de estrelas moderadamente distantes podem ser obtidas através de uma
combinagéo de brilho aparente e distancia para as estrelas mais préximas usando o
diagrama de Hertsprung-Russel. Desta forma o método funciona para estrelas até 300.000
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Escada de distancia cosmica
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A disténcia ao préximo e ultimo leote de estrelas é obtida através da alocagéo das oscilagdes

de seus brilhos. Este método funciona até estrelas ha 13.000.000 anos-luz.
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Escada de distancia cosmica
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Em cada degrau da escada erros e incertezas sdo acumulados.
Cada passo herda todos os problemas anteriores, e também os erros intrinsecos a cada
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Escada de distancia cosmica
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Entao precisamos entender a incerteza. E a Unica maneira de compreender essa nogao

cientificamente é fornecer uma estrutura para ela. Essa estrutura deve ser suficientemente

5$§FE§@ —59 @E%&?Je%@.@@&ﬁ'ﬂﬁ?e%%ul Prof® Doutora Raquel Nicolette 11



Moedas, dados e etc

» A estrutura que precisa ser entendida ao jogar uma moeda
1
€ intuitiva. N6s assumimos a probabilidade > para cair

1
cara e a probabilidade > para cair coroa.

» Similarmente paraa saida 1,2,3,4,5 e 6 do lancamento de
1
um dado assume probabilidade 5

» Seguindo o mesmo pensamento para o resultado de
000001 a 999999 de um bilhete de loteria ser o vencedor

éde

99999
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Experimentos e espago amostral

Um experimento, que ao ser realizado sob as mesmas condicoes
nao produz os mesmos resultados, é denominado um experimento
aleatorio.

Exemplo:
» Lancar uma moeda
» Jogar um dado
» Ganhar na loteria

O conjunto de todos os possieis resultados de um experimento aleatério € chamado de
espacoo amostral (2). Pode conter um nimero finito ou infinito de pontos.

Um espacgo amostral finito ou infinito enumeravel é chamado de espaco amostral discreto.

Exemplo:
» Langar uma moeda: Q = {cara, coroa}
22 presiegal Bsodadeisiéd doEfttery 8yi4, 5, 6} Prof? Doutora Raquel Nicolette 13
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Eventos

Todo resultado ou subconjunto de resultados de um experimento aleatério, € chamado de
evento.

Assim, todo subconjunto E C Q é chamado de evento.

Em termos de probabilidade rigorosos um espaco de probabilidade consiste em:

» um espago amostral Q
» um conjunto F de subconjuntos de 2 que sdo chamados de eventos

» uma fungéo IP que atribui uma probabilidade a cada evento que obedecer alguns
axiomas.
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Exemplos

Experimento: langar o dado e observar o resultado da face.
Espaco amostral: Q = {1,2,3,4,5,6}.
Pontos amostrais: wy = 1, ws =2, ..., wg = 6.

vvyVvyy

Eventos: A = “sair face par”, B = {w : w < 5}.

Experimento: calcular a distancia de uma estrela
Espago amostral: Q = R+.
Pontos amostrais: espago amostral € infinito.

vyVvyVvyYy

Eventos: A = “Distancia menor que 4,5 anos-luz”, B = {x : x > 6anos-luz}.
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Variaveis aleatérias

De vota aos dados. Supondo que estamos apostando e temos uma situagdo como esta:

Resultado 1 2 3 4 5 6
Reais liquidos obtidos -8 2 0 4 -2

O nosso interesse no resultado é apenas através da sua ssociagdo com o valor monetario.
Entao estamos interessados em uma fungdo do espago de resultados de 2 para os nimeros
reais R.

Essa fungéo é chamada de variavel aleatéria.
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Seja X o montante de dinheiro ganho em um lance de dados. Estamos interessados em
{X=x}CQ

{X=0} paa x=0 | oevento {3}
{X=2} paa X=2 | evento {2}
{X=4} paa x= | evento {4,6}
{X=-2] para x=- | evento {5}
{X=-8} para x=-8 | oevento {1}

Notacao: letras mailsculas representam a variavel aleatéria enquanto as letras mindsculas

os valores que a variavel assume.
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Seja X o montante de dinheiro ganho em um lance de dados. Estamos interessados em
{X=x}CQ

{X=0} paa x=0 | evento {3}
{X=2} opara x=2 | oevento {2}
{X=4} paa x=4 | evento {4,6}
{X=-2] para x=-2 |  eevento {5}
{X=-8} para x=-8 | oevento {1}

Exemplo: pra encontrar a probabilidade que vocé ganhou 4 reais, isto é P(X = 4) vocé quer

encontrar a probabilidade atribuida ao evento {4, 6}, portanto

Plw € Q: X(w) =4) = P(4,6) =
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{X = x} é uma abreviatura de {w € Q : X(w) = x}

Se resumirmos os possiveis valores diferentes de zero de P({X = x}), obtemos uma funcéo

chamada de funcéo de massa de probabilidade de x, denotada por f(x) ou p(x) ou fx(X).

1/6
1/6
2/6
1/6
1/6
0

f(X) = PUX = x} =

22 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul
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para
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x=0
X=2
x=4
X =-2
X = -8

para qualquer outro valor de x
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Variavel aleatoria discreta

Uma fungao definida no espago amostral 2 e com valores num conjunto enumeravel
de pontos é chamada de variavel aleatéria discreta.

X assume o valor x; e podemos calcular a probabilidade de X = x; ou seja P(X = x;) e
denotamos por:

P(X,') = P(X = X,‘)
Valor esperado

n n
E(X) =) _xiP(X=xi)=>_xpi
i=1 i=1

se a v.a. assume valores Xq, Xo, ..., Xn

3. Variancia: 0% = Var(X) = E(X — p)?

Var(X) = E(X?) — (E(X))?

4. Uma funcéo definida no espaco amostral €2 e assumindo valores reais é chamada de

variavel aleatéria continua.
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Neste caso temos uma fungéo densidade de probabilidade f.d.p que tem as propriedades:

1. f(x) >0
2. P(a< X <b)= [P(x)dx
3. [% f(x)ax

Valor esperado: E(X) = [0 xf(x)adx
Variéancia:
0% = Var(X) = E(X — p)?

Var(X) = E(X?) — (E(X))?

22 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul
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Variavel aleatoéria continua

Uma v.a. é classificada como continua se assume valores em qualquer intervalo dos
ndmeros reais, ou seja, um conjunto de valores ndo enumeravel. Dessa forma, nao é
possivel atribuir probabilidades para um ponto especifico, apenas para intervalos da reta.

Atribuimos probabilidades a intervalos de valores,através de uma funcéo. Portanto, as
probabilidades séo representadas por areas.

A funcao densidade de probabilidade (fdp) atribui probabilidades a intervalos de valores

do tipo [a, b], e é definida como

Pla< x < b= /b f(x)dx

a
com as seguintes propriedades
i) é uma fungdonao negativa
f(x) >0

i) a é&rea total sob a curva deve ser igual a 1

“+oo
a a . a .
2% EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul / f(x)dx = 1 Prof® Doutora Raquel Nicolette 22
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Variavel aleatoria continua

Esperanca

A esperanga de uma v.a. continua tem o mesmo sentido e interpretagdo que tem-se em uma
v.a. discreta: é a média ou valor esperado da V.A.

(X) = /jm X - F(x)ax

Varianga
E o grau de dispers&o dos valores de uma v.a. em relagdo a sua média (X). A forma geral
para o calculo em V.A.s continuas é

(X) = [(X = (X))
_ /+Oo[x— (X1 - f(x)ax
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DefinicOes de probabilidade

Definicao Classica

Consideramos um espago amostral 2 com n(£2) eventos simples, supondo que sejam
igualmente provaveis. Seja A um evento de €2, composto de n(A) eventos simples. A
probabilidade de A, P(A) sera

n(A)

PO )
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DefinicOes de probabilidade
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DefinicOes de probabilidade

Exemplo: Se um dado fosse langado 10 vezes, e contdssemos quantas vezes saiu a face 4,

qual seria a probabilidade desse evento?

Console

“##Tamanho da amostra##
n<-10

## Objeto para guardar o resultado##
x<-numeric(n)

## Repeticio##
for(i in 1:n){

##Amostra de tamanho 1 dos elementos de 1 a 6##%
x[i]<-sample(1:6,size=1)}

##Total de elementos com valor = 4##
sum{x==4)

[1] 2

>

> ##Proporcao de elementos com valor = 4##
> sum(x==4)/Tength(x)

[1] 0.2

VYV RV YV VYV Y
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DefinicOes de probabilidade

Exemplo: Repetindo diversas vezes o mesmo experimento anterior: se um dado fosse

lancado 100 vezes,1.000 vezes, 10.000 vezes, 100.000 vezes e 1.000.000 vezes e

contassemos quantas vezes saiu a face 4, qual seria a probabilidade desse evento?

n proporgﬁol

10 0.2

100 0,19

1000 0,163
10000 0,1659
100000 0,1684
1000000 0,1672
10000000 0,1668

22 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul
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DefinicOes de probabilidade
Entao,
nimoo@ = P(A) ~ 0, 1668

As probabilidades calculadas a partir de frequéncias relativas, sdo estimativas da verdadeira

probabilidade

Lei dos Grandes Numeros

A Lei dos Grandes NUumeros nos diz que as estimativas dadas pelas frequéncias relativas

tendem a ficar melhores com mais observacoes.
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Probabilidades

Axiomas de probabilidade

Vamos considerar probabilidade como sendo uma funcéo P(-) que associa valores

numéricos é um evento A do espaco amostral, e que satisfaz as seguintes condigcdes

) P(Q)=1;P(@)=0
i) 0<P(A) <1
iy P(AUB) = P(A)+ P(B) se,eseomentese ANB=g

Os axiomas asseguram que as probabilidades podem ser interpretadas como frequéncias
relativas.
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Regra da adicao

Regra da adicao

A probabilidade da uni@o entre dois eventos quaisquer, A e B, é definida pela regra da
adicao de probabilidades

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

AUB ANB
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Regra da Adicao

A regra da adicdo pode ser simplificada, se e somente se os eventos A e B forem disjuntos
(ou mutuamente exclusivos)
P(AUB) = P(A) + P(B)

pois, nestecaso, ANB=@ = P(ANB)=P@)=0

AUB

| HO©

28 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul Prof? Doutora Raquel Nicolette 31



Regra da Adicao

Regra do complementar

Como consequéncia da regra da adigdo, obtemos que, para qualquer evento A,

P(A) =1 — P(A°)

Verifique através de P(AU A°) = P(A) + P(A°) — P(AN A°)
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Probabilidade condicional

Em diversos casos, um o fenémeno aleatério pode ser separado em etapas.

A informacéo do que ocorreu em uma determinada etapa pode influenciar nas probabilidades
de ocorréncias das etapas sucessivas.

Assim admitimos que ganhamos informagao, e podemos recalcular as probabilidades de
interesse.

Estas probabilidades recalculadas recebem o nome de probabilidade condicional.
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Probabilidade condicional

Para entender a ideia de probabilidade condicional, considere o seguinte exemplo:

» Um dado foi langado, cada um dos seus resultados é igualmente provavel. Mas

suponha que eu dé uma olhada e diga que X é par. Qual é a probabilidade do
resultado é menor que 47?

> Qualé é a probabilidade do resultado pertencer a {1, 2,3} com essa “nova”
informagéo?

2 =1{1,2,3,4,56},n(Q)=6

=3
) 6
)

B=émenorque4={1,2,3},n(B)=3 = P(B)= (5

A=épar={2,4,6},n(A)=3 = P(A)= n((é)

C = é par dado que é menor que 4= {2}, n(C) =1 = P(C)= e —

28 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul Prof® Doutora Raquel Nicolette 34



Probabilidade condicional

Definicao
Para dois eventos A e B de um mesmo espago amostral, P(A|B) denota a probabilidade de
A ocorrer, dado que B ocorreu, e é definido como

P(ale) = Zo g

da mesma forma que a probabilidade de B ocorrer, dado que A ocorreu é dada por

P(BN A)

PBIA) = =0
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Probabilidade condicional

Voltando ao exemplo e aplicando a definicao de probabilidade condicional:

P(ANB) = % =
_n®B _3
P(B) = n(Q) 6
P(A|B) = P(;‘(”B)B)

/e
~3/6
1
"3

28 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul Prof? Doutora Raquel Nicolette
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Probabilidade condicional

Verifica-se assim que tem-se duas maneiras de calcular a probabilidade condicional P(A|B):

1. Diretamente, pela considerando a probabilidade de A em relagéo ao espago amostral
reduzido B

2. Empregando a definigdoo acima, onde P(A N B) e P(B) s&o calculadas em relagédoo
ao espaco amostral original 2
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Regra da multiplicacao

A regra da multiplicacdo deriva do conceito de probabilidade condicional. Dado que
P(A N B)

P(A|B) = A(B) temos que
P(B) -

P(ANB) = P(A|B)

Desta forma obtemos a probabilidade de uma intersec¢éo pelo produto de uma probabilidade
marginal com uma probabilidade condicional.

|

Regra da multiplicagéo

P(AN B) = P(B) - P(A|B)
= P(A) - P(B|A)
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Independéncia de eventos

Quando saber que o evento B ocorreu, ndo altera a probabilidade de ocorréncia de A
dizemos que os aventos A e B sdo independentes

Os eventos A e B sdo eventos independentes se a ocorréncia de B ndo altera a
probabilidade de ocorréncia de A, ou seja, eventos A e B sao independentes se

P(A|B) = P(A) etambém que P(B|A) = P(B)

Com isso, e a regra da multiplicacéo, temos que

P(AN B) = P(B) - P(A|B) = P(B) - P(A)
P(AN B) = P(A) - P(B|A) = P(A) - P(B)

Isso significa que se dois eventos séo independentes, a probabilidade de ocorréncia
simultanea P(AN B) é o produto das probabilidades marginais, P(A) e P(B).

28 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul Prof? Doutora Raquel Nicolette
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Teorema de Bayes
» Sejam By, B, ...Bj eventos que formam uma particdo do espago amostral Q
» Para quantificar nossas suspeitas que e seja B; foi a causa da ocorréncia de A,
gostariamos de obter P(B;|A)
> Assim assumimos que encontrar P(A|B;) é direto para i
> Além disso, assumios que temos conhecimento prévio de P(B;) para cada i
»> O Teorema da Bayes é a receita para obter a quantidade P(B;|A)
» E abase da Inferéncia Bayesiana.

Simplificando, nosso objetivo em encontrar P(B;|A) é determinar como nossa observacgéo A
modifica nossas probabilidade B
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A algebra direta quevela que:

P(B;).P(AlB)) — P(Bj).P(AlBj)
P(A) XLy P(B).P(AB)

P(Bi|A) =

A identidade acima é o que chamamos de
Teorema de Bayes, o qual é nomeado a
Thomas Bayes, um britanico do século XVIIl,

matematico e ministro presbiteriano.

28 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul Prof® Doutora Raquel Nicolette 41



Teorema de Bayes

1 P(B).P(AIB)) _ P(Bj).P(AlBj)
PEIA=="5@) = ST, P(8) P(AB)

Observando que o denominador nao depende de /i, podemos resumir o teorema de Bayes a
sua esséncia

P(Bi|A) o< P(B;).P(AlB))

Frequentemente chamamos o lado esquerdo da equacao acima como a probabilidade a
posteriori de B;, assim o teorema de Bayes expressado sucintamente, afirma que a

probabilidade a posterior é proporcional a verossimilhanga vezes a priori.
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Teorema de Bayes

_ P(B).P(AIB) _ P(Bj).P(A|B))
PN =="50 — = S, P®)FAB)

Existem muitas controvérsias e parentes paradoxos associados a probabilidades
condiconais. A raiz dessa causa as vezes e uma especificacao incompleta das condigoes na
formulagao dos problemas, embora também existam alguns "paradoxos" que exploram a
aparente incapacidade inerente das pessoas de modificar as probilidades prioris

corretamente quando confrontadas com novas informagoes.
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DistribuicOes discretas de probabilidade

Os modelos de probabilidade séo utilizados para descrever varios fendbmenos ou situagdes
que encontramos na natureza, ou experimentos por nés construidos.

Tais modelos sdo expressos por uma familiaa de distribuigcdes de probabilidade que
dependem de um ou mais parametros.

Uma V.A. fica completamente caracterizada pela sua funcao de probabilidade e seus

parametros.
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Distribuicao de Bernoulli

Um experimento que assume somente dois valores € um experimento de Bernoulli e sua v.a.
X assume dois valores 0 ou 1, com probabilidade p de sucesso e (1 — p) de fracasso.

1. PX=0)=1-p
2. PX=1)=p

3. EX)=p

4.

Var(X) = p— p? = p(1 — p)
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Distribuicao Binomial
1. nensaios de Bernoulli

2. ensaios independente
3. probabilidade de sucesso é sempre igualap, 0 < p < 1

Neste caso dizemos que a v.a. X tem distribuicdo Binomial com paramentros ne p e
representamos por X Bin(n; p)

Pox=i) = () ot
P(X = k) = p (1 —p)"*
E(X) = np
Var(X) = np(1 — p)
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Distribuicao de Poisson

Defini¢ao: Seja um experimento realizado nas seguintes condigdes:

i) As ocorréncias sdo independentes
ii) As ocorréncias sao aleatorias

ii) A variavel aleatéria X € o nUmero de ocorréncias de um evento ao longo de algum
intervalo (de tempo ou espago)
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Distribuicao de Poisson

Vamos associar a v.a. X o nimero de ocorréncias em um intervalo.

X pode assumir os valores 0, 1, . . ., representando o nimero de sucessos em um intervalo t.
— At by k
P(x = k) = & QDT
k!
—u k
P(x = k) = £
k!
E(X)=X
Var(X) = A

28 EFESUL - 22 Escola de Fisica do Extremo Sul Prof? Doutora Raquel Nicolette

48



i
X X Counts p(x) Values of X Eix) Vix)
Discrete QOutcomes that are 1 asxsh b+a (b-a+2)b-a)
uniform equally likely (finite) b-a+1 2 12
Number of sucesses [N | « -
Binomial 1- x=01..n n np(1-
in n fixed trials [x]p ( p)n P p(1-p)
. . cA g%
Number of arrivals in el _
Poisson o o s ek = x=012.. A A
Goometric  Number of rials up G-plp  x=123.. 1 e
through 1st success p p?
Negative  Number of trials up [x'1]{1—p)"‘"p“ euppet . & k(1-p)
Binomial  through kih success | k-1 pz
Mumber of marked (M N-M]
Hyper - individuals in X \n-x max (0M + n - N) - M NN - M)(N - n)
geometric sample taken N <x < min (M,n) N NE(N-1)
without replacement n
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Distribuicdes continuas

Existem diversos modelos coninuos de probabilidade. Alguns deles:
» Uniforme
» Exponencial
» Gama

Um dos modelos mais importantes, tanto do ponto de vista teérico quanto pratico, é o
modelo normal.

Conhecido por volta de 1733 pelo matematico francés Abraham De Moivre, e serve para
explicar inimeros fendmenos naturais, fisicos, psicolégicos, sociolégicos, ...

A distribuicdo normal é extremamente importante pois serve de fundamento para muitas

técnicas de inferéncia e aproximacoes.
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Distribuicao Normal

Defini¢ao: Dizemos que uma v.a. X tem distribuigdo ormal se sua fdp é

1 1/ x—p)\2
f(x):\/goexp 5 . , —oo<x<oo

onde 1 € R é a média da populagéo, o € RT é o desvio-padrdo populacional.

Notagéo: X ~ (u,0?)

Esperangaa e variancia: (X) = ue (X) = o?
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Distribuicao normal

Para calcularmos a probabilidade da distribuigdo normal, deve-se calcular a area entre os
pontos a e b, ou seja,

P[a<X<b]:/abﬁexp [_; (X;Mﬂ dx

No entanto, a fung¢éo distribuicdo normal ndo possui forma fechada, portanto o calculo de
probabilidades nao pode ser feito diretamente pela integral, apenas por aproximagdes
numeéricas.

Para contornar esse problema, os valores de probabilidade sdo obtidos para uma distribuicao
normal padrdo (Z) com =0 e 02 = 1,

X —
zZ= Lt

)

A vantagem é que podemos fazer uma Unica tabela com as integrais aproximadas de Z, ao

invé | r .
ZQ I:sF%gL?LurZQ%ggo aed% g‘lcg 0 xtr S(u'u" Prof® Doutora Raquel Nicolette 52
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Modelo normal

Se Z ~ (0,1), entdoo sua fdp é

1 1
f(z) = exp | —=(z 2}
()= S e |-3@
Para se obter a probabilidade de Z estar entre ae b,
P[a<Z<b]f/b ! exp[ 1(2)2]dz
“Ja Ver 2

As integrais (areas) para valores de Z entre 0,00 e 3,99 estdo na tabela. Portanto, para
qualquer valor de X entre a e b, podemos calcular a probabilidade correspondente através
da transformagéo,

b— ,u}

g

P[a<X<b]:P[a_—“<Z<
ag
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X
* Suas média, mediana e moda sio iguais.

* Tem forma de sino e é simétrica em torno da média.

+ A area total sob a curva é de 100%.
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Obrigada pela atencgao!
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